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Точные решения задач теплопроводности до
статочно громоздки и трудоемки. К тому же они
практически отсутствуют в задачах о радиальном
потоке тепла в сферических координатах с измене
нием агрегатного состояния [1, 2]. Поэтому для ре
шения практических задач обычно используют гра
фики, полученные численными или приближен
ными методами [3]. Одним из приближенных ана
литических методов является метод интеграла те
плового баланса (ИТБ), в котором, прежде всего,
привлекают его физическая ясность, простота и
достаточно высокая точность результатов, что на
глядно показывает Т. Гудмен [4] на многочислен
ных примерах. Основная трудность, с которой при
ходится сталкиваться при использовании метода
ИТБ, заключается в правильном задании темпера
турного профиля, который, по мнению Т. Гудмена,
значительно влияет на точность результатов.
Существует несколько подходов в выборе темпе
ратурных профилей. В работе [5] А.И. Вейник пред
лагает для задач любой геометрии использовать тем
пературные профили в виде обычных полиномов,
что должно упрощать решение поставленной задачи. 
Ссылаясь на работу Ф. Поля и Т. Ларднера [6] и
не приводя решения, Т. Гудмен в своей статье [4]
рекомендует в случае сферической симметрии ис
пользовать температурный профиль вида:
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С помощью интегрального метода получены решения уравнения теплопроводности для шара и области, ограниченной изнутри
сферической полостью. Показано влияние выбора температурного профиля на эффективность приближенного аналитического
решения. Предлагается вариант уточнения решения в переходной области.
T(r,t)=полином/r, (1)
где T(r,t) – температура тела; r – текущий радиус,
t – время.
Это обосновывается тем, что точное решение за
дач пропорционально величине 1/r, и использова
ние профиля в виде обычного полинома при боль
ших временах будет давать значительную ошибку.
Для внешней задачи (области, ограниченной
изнутри сферической полостью) с граничными
условиями второго рода Г. Карслоу и Д. Егер [3]
приводят следующее решение:
(2)
где – функция ошибок;
q – тепловой поток; R – радиус шара; a, λ – коэф
фициенты температуро и теплопроводности, со
ответственно.
Видно, что решение пропорционально величи
не 1/r, и здесь, возможно, эффективно сработает
рекомендуемый Т. Гудменом профиль (1). Но по
дойдёт ли он для внутренней задачи (области в
форме шара) с теми же граничными условиями
второго рода, в общем решении которой 1/r про
порционально только одно слагаемое?
В книге А.В. Лыкова [4] это решение предста
влено в виде ряда и имеет вид:
(3)
где Fo=at/R2 – число Фурье; μn – корни характери
стического уравнения tgμ=μ.
Для ответа на поставленный вопрос проведем
решения методом ИТБ внутренней и внешней за
дач теплопроводности с разными температурными
профилями и сделаем оценку их эффективности.
Внутренняя задача
В соответствии с физической концепцией мето
да процесс изменения температуры в теле обычно
разбивают на две стадии. На первой, начальной,
стадии глубина проникания теплового импульса
δ(t) достигает центра (т. е. δ(t)≤R), на второй стадии
начинается изменение температуры в центре тела.
Таким образом, математическая постановка задачи





Подробный ход решения приведен в работах
[7, 8], поэтому здесь покажем лишь основные эта
пы решения. В соответствии с данным методом ур.
(4) умножается на дифференциальный объём r2dr и
интегрируется в пределах от r=R до r=R–δ. В ре
зультате получим интеграл теплового баланса:
(8)
где Зададим профиль температуры
(1) уравнением:
(9)
где коэффициенты β0, β1 и β2 в общем случае зави
сят от времени и определяются граничными усло
виями (5–7). Тогда в явном виде профиль темпера
туры (9) будет выглядеть следующим образом:
(10)
Подставляя (10) в (8) получим обыкновенное
дифференциальное уравнение относительно δ и
найдём его решение:
(11)
Выражения (10) и (11) являются приближен
ным решением поставленной задачи.
Необходимо отметить, что граничных условий
(5–7) достаточно только для определения трех коэф
фициентов βi в температурных профилях. Поэтому
для использования полиномов больших степеней
необходимо задать дополнительные граничные усло
вия, которые можно получить следующим образом:
(12)
С учетом (12) решения задачи с полиномами
степени n≥1 примут вид:
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где ϑR=(T(r,t)–T0)/(Tc–T0) – безразмерная темпера
тура; Ki=qR/(l(Tc–T0)) – критерий Кирпичева;δ–=δ(t)/R – относительная глубина проникания те
плового импульса, r–=r/R – относительный радиус
сферы; Tc – температура источника.
Помимо распределения температуры в инже
нерных расчетах наиболее часто приходится опре
делять среднюю температуру тела и количество те
пла, переданного телу [3]:
где V, с, ρ – объем, теплоемкость и плотность тела,
соответственно.
Следует отметить, что в [4, 5] сравнение прибли
женных решений с точными для аналогичных задач
проводились только на момент окончания началь
ной стадии процесса нагрева тела. В данной работе
сравнение полученных приближенных решений с
точными проведено по безразмерным характери
стикам: средней температуры тела, температуры по
верхности и центра (обозначены нижним индекса
ми «ср», «пов» и «0») для разных моментов времени:
(17)
Значения характеристик (17) и погрешности их
определения (Δ, %) для различных моментов вре
мени представлены в табл. 1–4.
На второй стадии процесса нагрева шара по
стоянным тепловым потоком величина δ(t) – глу
бина проникания теплового импульса теряет физи
ческий смысл, и для описания процесса прибли
женным методом ИТБ потребуются новые гранич
ные условия вместо использованных ранее (6) и (7).
Одним из них является условие в центре шара:
(18)
Отметим, что профиль вида T(r,t)=полином/r
не дает возможности использовать условие (18).
Поэтому для этой стадии процесса ход решения
приведем для профиля в виде квадратичного поли
нома T(r,t)=β0+β1r+β2r2.
Для восстановления констант β0, β1 и β2 требует
ся ещё одно дополнительное граничное условие. В
качестве одного из вариантов положим, что темпе
ратура на поверхности шара является какойто
функцией времени:
(19)
Очевидно, что при выполнении условия (19)




где Используя (20), найдем:
(22)
Выражение (22) подставим в (21) и разрешим
полученное дифференциальное уравнение относи
тельно z=f(t). Для этого домножим (21) на dt и про
интегрируем правую часть в пределах от t1 (время
окончания первой стадии) до t, а левую – в преде
лах от z(t1)=T(R,t1)=qR/2λ+T0 до z(t):
После интегрирования найдем функцию:
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Таблица 1. Сравнение точного и приближенных решений на начальной стадии процесса нагрева тела*
*Расчетные значения характерных температур умножены на 103 и получены при n=4
Точное решение (3) Приближенное решение (13, 14) Приближенное решение (15, 16)
Δ, % Δ, % Δ, % Δ, %
Fo=0,0265
79,539 213,88 79,539 0,0003 213,441 0,2068 79,539 0,0003 209,659 1,9740
Fo=0,0150
45,001 154,70 44,999 0,0024 154,126 0,371 45,000 0,0024 151,647 1,9728
Fo=0,0050
15,002 85,062 14,999 0,0148 84,558 0,592 14,999 0,1471 83,620 1,6953
Fo=0,0005
1,499 25,889 1,499 –0,0456 25,530 1,388 1,500 –0,0455 25,428 1,7802
Fo=0,00005
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и после подстановки её в (3) и получим:
(23)
В выражении (23) at1/R2=Fo1 – число Фурье на
момент окончания начальной стадии процесса (для
профилей в виде полиномов определяется по (16)
при δ–=1). С учетом этого приближенное решение
для распределения температуры в виде квадратич
ного полинома на второй стадии процесса будет
определяться выражением:
(24)
или в безразмерном виде
(25)
Если воспользоваться для задания температур
ного профиля полиномом nстепени, то решение
запишется следующим образом:
(26)
Видно, что полученное приближенное решение
(24, 25) совпадает с первыми членами точного реше
ния (3). В момент времени Fo=0,25 расхождение при
ближенного и точного решений составляет менее
1 %, а при больших значениях стремится к нулю. Это
объясняется тем, что, начиная с Fo=0,25, процесс на
грева тела становится квазистационарным: температу
ра любой точки повышается по линейному закону, а
распределение температуры следует закону параболы
[2]. В табл. 2 приведены значения температур на по
верхности и в центре шара, а также средней по объе
му температуры и их расхождения с соответствующи
ми величинами, полученными из точного решения.
Если оценивать результаты приближенных реше
ний (табл. 1, 2), то можно заметить, что они имеют
асимптотический характер при малых и больших зна
чениях Fo. Появляется область, в которой начинает
возрастать погрешность этих приближений. Приве
дем один из возможных вариантов улучшения точно
сти на этом участке решения. Назовем переходной
стадией участок процесса нагрева тела от времени
окончания начальной стадии по точному решению
Fo≈0,0265 до обоснованного выше значения Fo=0,25.
В этом временном промежутке точность приближен
ного решения (26) главным образом определяется
значением показателя степени полинома, который






Таким образом, на переходной стадии процесса
нагрева шара приближенным решением задачи бу
дут выражения (26, 27). Численные значения ха
рактерных температур для разных значений пред
ставлены в табл. 3. Поведение решения в указан
ных областях показано на рисунке.
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Таблица 2. Сравнение точного и приближенного решений на квазистационарной стадии процесса нагрева тела*
*Расчетные значения характерных температур умножены на 103 и получены при n=2
Таблица 3. Сравнение точного и приближенного решений на переходной стадии*
*Расчетные значения характерных температур умножены на 103
Точное решение (3) Приближенное решение (26, 27)
Δ, % Δ, % Δ, % 
Fo=0,03
90,0 229,8518 6,95.10–2 90,0 ≈0 223,9166 2,58 6,96.10–2 0,0104
Fo=0,08
240,0 420,0202 28,4737 240,0 ≈0 420,1091 0,0212 28,2889 0,6492
Fo=0,15
450,0 645,2032 172,0275 450,0 ≈0 645,5753 0,0577 172,3412 0,1824
Fo=0,24
720,0 919,2213 423,5845 720,0 ≈0 919,6138 0,0427 422,0205 0,3692
Точное решение (3) Приближенное решение (24, 25)
Δ, % Δ, % Δ, %
Fo=0,25
750,0 949,3636 452,9292 750,0000 ≈0 950,0 0,0670 450,0 0,6467
Fo=0,50
1500,0 1699,9959 1200,0188 1500,0000 ≈0 1700,0 0,0002 1200,0 0,0016
Fo=1,00
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Рисунок. Характерные стадии процесса нагрева шара
Внешняя задача
Отличается от предыдущей тем, что на поверх
ности сферической полости радиуса R изнутри дей
ствует постоянный тепловой поток q. В начальный
момент времени вся система находится при темпе
ратуре T0. Необходимо определить положение тем
пературного фронта R+δ(t) во внешнем по отноше
нию к полости объеме, т. е. при R≤r≤∞. Таким об
разом, математическая постановка задачи будет
схожей с постановкой (4–7). Решение также прове
дем с разными температурными профилями и сде
лаем оценку их эффективности.
Процедура решения аналогична решению вну
тренней задачи для начальной стадии процесса на
грева шара. В результате, используя полиномы сте
пени n≥1 получим следующие решения:






Результаты расчета характерных температур для
разных значений Fo сведены в табл. 4.
Анализ результатов
В работе при решении задач теплопроводности
в сферической геометрии методом ИТБ впервые
проведена оценка эффективности температурных
профилей вида: T(r,t)=полином и T(r,t)=поли
ном/r с полиномами степени n.
Подчеркивается асимптотический характер по
лученных приближенных аналитических решений
для общепринятых в методе ИТБ стадий процесса:
начальной и квазистационарной. Предлагается
учитывать переходную область, для которой пред
ложена аппроксимация, уточняющая решение.
В задаче нагрева шара (внутренняя задача) мож
но отметить:
• на начальной стадии процесса наименьшее рас
хождение приближенных решений с точным
(Δ<2 %) достигается при показателе степени по
линома n=4 для обоих рассматриваемых профи
лей, но при этом наименьшую погрешность дает
применение профиля для T(r,t)=полином/r;
• на квазистационарной стадии процесса поли
ном вида для T(r,t)=полином/r теряет физиче
ский смысл, а профиль для T(r,t)=полином
обеспечивает погрешность приближенного ре
шения Δ<1 % при значениях Fo≥0,25.
В задаче нагрева массива изнутри шаровой по
лости (внешняя задача) применение профилей раз
ных типов дало следующие результаты:
• задание профиля в виде простого полинома
обеспечивает необходимую точность при n=3
только при очень малых числах Фурье (Fo<<1),
а при Fo=1 даже значение n=100 дает расхожде
ние более 4 %;
• решение, полученное с помощью профиля для
T(r,t)=полином/r более предпочтительно, т. к.
его наибольшая точность достигается при n=3
для любого числа Фурье.
Полученные результаты показывают, что при
решении задач теплопроводности для разной гео
метрии приближенным методом ИТБ не всегда
удается добиться достаточной точности при ис
пользовании температурных профилей одного и
того же типа.
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Таблица 4. Сравнение точного и приближенного решений для внешней задачи*
*Расчетные значения характерных температур умножены на 103 и получены при n=3
Точное решение (2) Приближенное решение (28, 29) Приближенное решение (30, 31)
Δ, % Δ, % Δ, % Δ, %
Fo=0,03
5,4295 168,9426 5,4295 1,01.10–4 171,6655 1,6117 5,4295 5,15.10–4 179,9424 6,51
Fo=1,00
7,4216 572,4164 7,4216 3,08.10–4 567,7413 0,8167 7,4216 2,80.10–4 766,1399 33,84
Fo=10
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Введение
Явление распространения фронта горения в по
ристых средах при фильтрации газа привлекает все
возрастающее внимание исследователей. Научный
интерес к этому классу систем возник в ответ на за
просы практики, активно включающей процессы
фильтрационного горения в технологические схе
мы различного производства. К числу объектов
фильтрационного горения относятся такие круп
номасштабные промышленные процессы, как до
менная выплавка чугуна, обжиг и агломерация руд,
регенерация катализаторов методом выжигания
коксовых отложений, добыча нефти с помощью
внутрипластового горения и др.
Под фильтрационным горением газ понимается
[1] процесс распространения зоны газофазной эк
зотермической реакции в инертной пористой среде
при фильтрационном подводе газообразных реа
гентов к зоне химического превращения. Подоб
ные процессы представляют собой разновидность
гетерогенного горения вследствие активного уча
стия двух фаз – твердой пористой среды и реаги
рующего газа – в механизме распространения волн
и имеют важное научное и практическое значение.
Наличие двух фаз предопределяет многопараме
тричность процессов, разнообразие межфазных
взаимодействий, появление фильтрационных и
других эффектов гетерогенности. В результате
взаимодействия различных физических процессов
реализуются многочисленные стационарные и не
стационарные тепловые режимы горения, разно
образные условия протекания режимов превраще
ния, волны горения с необычной структурой, свой
ствами и механизмами распространения [2, 3].
Одно из возможных практических приложений
фильтрационного горения непосредственно отно
сится к разработке экологически чистых пористых
горелок, работающих на бедных смесях и обеспе
чивающих экономию газового топлива; практиче
ски полное сгорание газа в объеме пористого тела и
высокий КПД.
Для оптимизации работы существующих горе
лок требуется исследовать возможные режимы го
рения газа при варьировании технологических па
раметров. В экспериментальных исследованиях
варьирование параметров в широкой области их
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